Szkice rozwiazan - cze$¢ druzynowa

Zadanie 1.
Liczby rzeczywiste a i bspelniajg réwnos¢ a* +b* =1. Wyznacz

Najwieksza wartos¢
najwieksza mozliwa warto$¢ wyrazenia |a+b|+|a-1|.

Rozwiazanie: Qa +b|+|a- sz =242 +2p2 +2 Q}f - bz‘ <4.Stad np. dla

a=1,b=0 otrzymujemy maksimum réwne 2.

Zadanie 2.
Czy istnieje piec liczb catkowitych takich, ze wszystkie sumy,

Pieé liczb

utworzone z dwéch dowolnych liczb wybranych sposréd nich, sa
kolejnymi liczbami catkowitymi? OdpowiedzZ uzasadnij.

Rozwiazanie: Zal6zmy, Ze istnieje takich pie¢ liczb, a ich sumy
(sktadajace sie z dwoch sktadnikow) sg kolejnymi liczbami catkowitymi:
mm+1lm+2,..,m+9 (takich sum jest dziesiec). Kazda z pieciu liczb
wystepuje dokladnie w czterech skladnikach, a zatem suma liczb

m+ (m + 1) + (m + 2) +..t (m + 9) jest podzielna przez 4. Z drugiej
strony mamy m+ (m+1) + (m+ 2) +o.t (m+ 9) =10m+ 45, czyli suma

nie jest podzielna przez 4. Zatem takie liczby nie istnieja.

Zadanie 3. Liczby dwucyfrowe

Ile najwiecej r6znych liczb dwucyfrowych mozna zapisa¢ w rzedzie tak,
aby kazde dwie sasiednie nie byty wzglednie pierwsze, a kazde dwie nie
sasiadujace ze soba byly wzglednie pierwsze? Odpowiedz swojq
uzasadnij.

Rozwiazanie: Takich liczb maksymalnie moze by¢ 10 np.: 11, 77, 91, 65,
85, 51, 57, 38, 46, 23. Zal6zmy, ze takich liczb jest 11. Dla kazdej pary
sasiednich liczb wypiszmy ich najwiekszy wspdlny dzielnik.
Otrzymamy 10 liczb wzglednie pierwszych. Wszystkie te liczby sa jedno
albo dwucyfrowe. Liczb jednocyfrowych jest nie wiecej niz cztery, zatem

liczb dwucyfrowych jest co najmniej szes¢. Z tego wynika, ze dwie
liczby dwucyfrowe musza stac¢ obok siebie. Sa one wzglednie pierwsze,
wiec sa podzielne przez ich iloczyn. Zadna liczba dwucyfrowa nie moze
by¢ iloczynem dwéch liczb dwucyfrowych.

Zadanie 4.
W szesciokacie ABCDEF wpisanym w okrag zachodzg réwnosci:
|AB| = |BC CD| = |DE EF| = |FA| . Udowodnij, ze przekatne AD,
BE, CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwiazanie: |CD| = |DE
miary katéw UCAD i UDAE sa

rowne. Zatem AD zawiera sie

Szesciokat wpisany w okrag

7 7

, wiec

w dwusiecznej kata A tréjkata
ACE. Analogicznie BE zawiera
sie w dwusiecznej kata E,
natomiast CF w dwusiecznej kata
C tego trojkata. Dwusieczne
trojkata przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

Zadanie 5. Pie¢ odcinkéw i tréjkat

Dlugosci pieciu odcinkéw sg réwne a,b,c,d,e O tych liczbach wiadomo,
ze a’>+b*> +c*+d* +e> =ab+ac+ad+ae+bc+bd+be+cd+ce+de.
Udowodnij, ze wérdd tych pieciu odcinkéw mozna znaleZ¢ trzy,

z ktoérych nie mozna zbudowac¢ tréjkata.

Rozwiazanie: Zal6zmy, ze z kazdych trzech odcinkéw mozna
zbudowac trojkat. Wtedy prawdziwe sq nieréwnosci a<b+c, b<c+d,
c<d+e,d<e+a, e<a+b. Mnozac je odpowiednio przez liczby
a,b,c,d,e otrzymujemy: a® <ab+ac, b*> <bc+bd, ¢* <cd+ce, d* <de+ad,
e’ < ae +be . Po dodaniu stronami tych nieréwnosci otrzymamy
nierownos¢

a’ +b* +c*> +d* +e”> <ab+ac+ad+ae+bc+bd+be +cd +ce + de , ktora daje

nam sprzecznosc.



