Rozwiazania - cze$¢ indywidualna

Zadaniel.  Boleki Lolek
Bolek dodaje utamki (dodatnie) bezbtednie, natomiast Lolek dodajac
utamki w liczniku pisze sume licznikéw, a w mianownikéw sume

mianownikéw. Nauczyciel poprosit chtopcéw o dodanie trzech utamkéw.

Bolek otrzymat prawidtowa sume réwna 1. Czy Lolek moégt otrzymacé
sume mniejsza od 15 ? Odpowiedz swoja uzasadnij

Rozwiazanie: Lolek mégt otrzymac sume mniejsza od 135 . Np.

49 51 1

B Wil - 49+51+1 _ 101 < 101 1
99 101 9999

1, oraz = = .
99+101+9999 10199 10100 100

Zadanie2.  Roéwnanie

Wyznacz wszystkie liczby catkowite x,y takie, ze 4x +(x+1)* = 2.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze y? =(x+3)* -8 , zatem (x+3)* -y* =8. Stad

(x +3+y)(x+3-y)=8. Czynniki s3 tej samej parzystosci zatem:

{X+3+y:4{X+3+y:2{X+3+y=_2{X+3+y:_4.Ouanqenw
x+3-y=2 |[x+3-y=4 |[x+3-y=—4 |[x+3-y=-2

rozwiazania cztery pary rozwigzan: (O, 1), (O, - 1), (— 6,1), (— 6,—1)

Zadanie 3.  Suma stu liczb.

Wyznacz sto takich liczb, aby ich suma byta réwna 2015, a ich najwigkszy
wspolny dzielnik byl najwiekszy z mozliwych..

Rozwiazanie: Niech d oznacza ten dzielnik. Wtedy |2015 oraz

100d < 2015 . Z drugiej nieréwnosci wynika, ze d <20 . Z uwagi na to, iz
2015 =5[13[31 otrzymujemy, ze d =13 . Warunki realizuje np. 99 liczb
réwnych 13 i jedna liczba réwna 728.

Zadanie4.  Nierownos¢
Udowodnij, ze liczby nieujemne a i b spetniajg nieréwnosc¢

(1+a)'(1+b)* = 64ab(a+b)*
a+b a+b
2 2

z

Rozwigzanie: Poréwnajmy Srednig arytmetyczng liczb: 1 gp,
a+b+a+b
2 > iap PO AL,

Mnozac te nieréwnos¢ przez 4 mamy: 1+a+b+ab > 2J24/a4bJa+b.
Podnoszac ostatnig nieréwnos¢ do czwartej potegi otrzymujemy
(1+a)*(1+b)" = 64ab(a+b)’ -

1+ab+

ich érednig geometryczng. Wtedy

Zadanie 5.  Prostokat i dwie proste
W prostokacie ABCD punkt M jest srodkiem boku CD . Przez punkt C
poprowadzono prosta prostopadla do prostej

BM , a przez punkt M prosta prostopadta do ’
przekatnej BD . Udowodnij, ze obie proste
przecinaja sie¢ w punkcie nalezagcym do prostej
AD.

Rozwiazanie: Niech punkt E oznacza punkt M

przeciecia prostej prostopadtej do przekatnej
BD przechodzacej przez punkt M z prosta
DA. Uzasadnimy, ze proste CE i BM sa do
siebie prostopadte. Niech F oznacza punkt

A B

przecigcia prostej ME z prosta BC .

Rozpatrzmy tréjkat BFD . Wysokosci tego tréjkata DC i FE przecinaja sie
w punkcie M. To oznacza, ze prosta BM jest prostopadta do boku DF .
Czworokat DECF jest réwnoleglobokiem, zatem prosta BM jest
prostopadla réwniez do prostej CE.



