Szkice rozwigzan - Cze$¢ indywidualna

Zadanie 1. Trzy utamki
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Liczby naturalne x,y spetniajg warunek 2015 < 5 < Zo2o' Wyznacz najmniejsza

warto$¢ x + y. Odpowiedz uzasadnij.
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Rozwigzanie: Niechy = x + d, zatem 1 — P .
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Dla d = 1 nier6wnos$¢ nie ma rozwigzan. Jeslid = 2,toy = 4039 ix = 4037 oraz
x+y =8076.Jeslid > 2, wtedy x,y > 6000, zatem x + y > 12000.

Szukana najmniejsza warto$¢ x + y jest rowna 8076.

Zadanie 2. Cztery tréjkaty rownoboczne

Podstawy czterech przystajgcych tréjkatow rownobocznych lezg na jednej proste;.
Wierzchotek pierwszego tréjkata potaczono odcinkiem z wierzchotkiem czwartego
trojkata (patrz rysunek). Oblicz stosunek pola zacieniowanego do pola jednego
tréjkata rownobocznego.

Rozwigzanie: Niech a oznacza dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego. Potagczmy
odcinkiem wierzchotki tréjkatéw réwnobocznych. Stosujac twierdzenie Talesa
otrzymujemy dtugosci bokdw tréjkatow, ktérych pola mamy obliczy¢.

Niech P, oznacza pole tréjkata réwnobocznego. Pole figury sktadajacej sie z trzech
tréjkatow jest rowne:
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Zadanie 3. Suma dzielnikow
Wyznacz wszystkie naturalne liczby n, dla ktérych suma dwéch najwiekszych
dzielnikéw wynosi 2019.

Rozwigzania:

Niech 1, p beda najmniejszymi dzielnikami tej liczby, gdzie p jest liczba pierwsza. Niech
ni E beda najwiekszymi dzielnikami liczby n. Mamy wtedy: n + % = 2019, wiecn =
p;fig, stad p + 1]2019. Zatem p € {1, 3,673,2019}. W przypadkup + 1 = 3,p = 2jest
liczba pierwszg i n = 1346. Liczba 1346 spelnia warunki zadania.

Zadanie 4. Okragiromb

Okrag jest wpisany w romb ABCD. Prosta k jest styczna do tego okregu i przecina
boki BC i CD odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, ze wartos$¢ iloczynu |BP| - [DQ|
nie zalezy od wyboru prostej k.

Rozwigzanie

Katy £DQO = 20QP, gdyz QD i QP sa stycznymi do okregu. Analogicznie katy
2QP0O = £BPO0.Katy £BDC = £CBD, gdyz trojkat DBC jest rownoramienny. Sumujgc
katy czworokata DBPQ otrzymujemy, ze a +  +y = 180° . Stad tréjkaty DQO i BOP

|DO| __ |BP|

sg podobne z cechy kat-kat-kat. Mamy wiec Dol = isor @ stad |BP| - |DQ| = |DO| -
|OB].
Zadanie 5. Liczby dziewieciocyfrowe

Uzasadnij, ze w zbiorze liczb dziewieciocyfrowych o réznych cyfrach istnieje ponad
sto liczb podzielnych przez 37.

Rozwigzanie

Z uwagi na to, ze 999 = 37 - 3 - 9 prawdziwe jest nastepujgca kryterium podzielno$ci
przez 37.

Jesli N = abcdefghi jest liczba dziewieciocyfrowa oraz liczba abc + def + ghi jest
podzielna przez 37, to liczba N jest podzielna przez 37.

Liczba 148 jest podzielna przez 37. Zatem liczba postaci 148def ght, w ktérej d + g =
9,e+h =9oraz f +i = 9jest podzielna przez 37, gdyz def + ght = 999.

Z pozostatych cyfr tworzymy 3 pary: 0 & 9,2 & 7,3 & 6.

Cyfre d mozna wybrac¢ na 6 sposobow, cyfre e mozna wybrac na 4 sposobow, cyfre f
mozna wybrac na 2 sposoby, pozostate cyfry: g, h, i s3 wyznaczone przez swoich
partneréw. Tak skonstruowanych liczb postaci 148def ght o réznych cyfrach i
podzielnych przez 37 jest 6 - 4 - 2 = 48. Uwzgledniajac, ze blok 148 moze stac jeszcze
w innych dwdch miejscach uzyskujemy ponad 100 liczb spetniajgcych warunki
zadania.

Uwaga: Liczbe 148 mozna zastapi¢ innymi liczbami podzielnymi przez 37 np.: 185,
481, 814, 851 i moze ona zamiast na poczatku sta¢ na koncu, czy tez w §rodku. Zatem
liczb spetniajacych warunki zadania jest jeszcze wiecej.






