Szkice rozwigzan (kwiecien 2022)

Zadanie 1. Dwie liczby dodatnie
Dwie liczby dodatnie a i b spetniajg warunek a® + ab — b3 = (a + b)?. Wyznacz
warto$ci jakie moze przyjmowac réznica a — b.

Rozwigzanie:
Roéwnos¢ a® + ab — b3 = (a + b)? jest rownowazna kolejnym réwno$ciom:
(a —b)(a®? +ab + b?) + ab = a% + 2ab + b?
(a=b—1)(a?+ab+b?) =0.
Zuwaginato,ze a’? + ab + b?> > 0,mamya—b—1=0,astada—b = 1.

Zadanie 2. Para liczb catkowitych

Wyznacz pare liczb catkowitych dodatnich (x,y) spetniajagca réwnanie
1 1 1

-t > = 2022 i taka, by x przyjmowato najmniejszg mozliwg wartos$c.
Rozwigzanie:

. , . . _ 2022y 1011-2022
Wyznaczajac x z podanego réwnania otrzymujemy x = rrri 2022 + y—To1L "

Warunek x > 0 bedzie spetniony, gdy y bedzie wiekszy od 1011. Wyrazenie
1011:2022

y-1011
jest 1. Z zaleznoSci

jest wiec dodatnie, a jego najmniejszg catkowita wartoScig
1011-2022

y-1011
parg liczb jest para (2023, 1011 -2023).

= 1, otrzymujemy: y = 1011-2023. Zatem szukang

Zadanie 3. Para liczb
Niech A bedzie liczbg dwucyfrowsa, a B liczba trzycyfrowa. Liczba A powiekszona
0 B% jest réwna liczbie B pomniejszonej o A%. Wyznacz wszystkie pary liczb (4, B).

Rozwigzanie:
Warunek zadania zapiszmy w postaci A + % =B - %. Stad otrzymujemy:
AB =50(B — A); (50 — A)(50 + B) = 25001 50 — 4 = :jfg

2500 2500
<

< < 17.
50+B — 50+100

Z uwagi na to, ze B jest liczbg trzycyfrowg mamy 0 < 50 — 4 =

Liczba 50 — A jako dzielnik liczby 2500 mniejszy od 17 musi by¢ réwna: 1, 2,4, 5, 10.

Jedyne pary liczb (4, B) spetniajgce warunki zadania to:
(46,575), (45, 450), (40, 200).

Zadanie 4. Trzy liczby i dwie nieréwnosci
Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a, b, c takie, ze ab + bc +ca = a + b + c.
Udowodnij, zea + b + ¢ = 3.

Rozwigzanie:

Z nieréwnosci (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)? = 0 wynika, ze:
a®+b?+c? = ab + bc + ca.

Korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia otrzymujemy:

(a+b+c)?=3-(ab + bc + ca). Zatem

a+b+c ab+bc+ca
——>———>1,astagda+b+c=3.
3 a+b+c

Zadanie 5. Pola tréjkatéw w tréjkacie

Tréjkat ABC jest réwnoramienny, w ktérym |AC| = |BC| oraz |4C| = 100°. Punkt D
lezy na boku AC oraz |4DBA| = 10°. Punkt E lezy na boku AB oraz |EB| = |CB|.
Punkt K jest punktem przeciecia odcinkéw BD i CE. Udowodnij, Ze pole tréjkata
KCD jest rowne polu trojkata KBE.

Rozwigzanie:
Niech punkt A’ bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem prostej CE.

Troéjkat AA'C jest rbwnoboczny. Z sumy miar katéw tréjkata AA'D otrzymujemy, ze
|4#ADA'| = 100°. Zatem odcinki DE i CB s3 do siebie réwnolegle. Pola tréjkatow
BEC i BDC sa réwne, a ich cze$cig wspdlng jest trojkat BKC, zatem pola trojkatow
KCD i KBE s3 rowne.



